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gehenden SchraubenflSchen starr, etwa BUS Blech p-;=->> ausgefiihrt, und wiirden wir diese Schrauben 
fl8chen rnit konstanter Qeschwindigkeit riickwiirts 
bewegen, so wiirde die entstehende Potential- 
R stromung gerade eine solche sein, wie sie die 
Abb. 13  Betzsche Bcdingung erfordert. Auf Qrund dieser 
Vorstellung hat Pr a n  d t 1 die der Minimalbedin- 
gung entsprbchende Zirkulationsverteilung nBherungsweise berechnet, wie sie in Abb. 13 
wiedergegeben ist. 38 
Das Turbulenzproblem. 
(N a c h t r ag un  d 13 e r i c h t ig u ng.) I )  
Von F. NOETHER In Berlin. 
inige neuere Arbeiten, die das Turbulenzproblem betreffen, waren mir erst verspgtet 
Herr L. S c h i l l e r  hat mir das Manuskript seiner demntlchst in dieser E Zeitschrift erscheinenden austiihrlichen Arbeit zur Verfagung gestellt. Die wert- 
vollen Versuchsergebnisse k6hnen weiter zur KlSrung der Turbulenzfrage beitragen. 
Es war friiher wiederhclt (z:B, von J. Morrowa)  auf die Unsicherheit hingewiiesen 
worden, die in die Messung der kritischen Zahl dadurch hineinkommt, daB infolge der 
EinstramnngsverhBltnisse die zum Ausgang genommene Laminarstromung unvollkommen 
hergestellt wird. Solche Einfliisse k6nnen auch bei den von allen anderen stark ab- 
weichenden Resnltaten von R u c k e s  (vergl. S. 127) vorgelegen haben. L. S c h i l l e r  
zeigt nun, dafi bei hinreichender PAnlaufHngeS, d. h. Entfernung der Meastelle vom Ein- 
lauf in das Versnchsrohr, sich immer eine scharf bestimmte untere Grenze der R e y -  
noldsschen Zahl fur den Uebergang zwischen laminarer und turbulenter Bewegung ein- 
stellt, die d a m  als d i e  kritische Zahl auizulassen ist. Die Stelle, an der der Ueber- 
gang tatshhlbh stattRndet, bfngt, iibereinstimmend mit E k m a  n s Resnltaten, von der 
& o h  der am Einlauf stattfindenden StGrung ab und konnte in glatten Rohren bin 11 000 
erhoht werden, auch i n  rauhen bis 9600, Nie aber konnte die Grenre 3 = 1160 nnter- 
sohritten werden. Diese untere Grenze scheint auch von der Rauhigkeit der Rohren 
unabhiingig zu sein, da sie sich fiir gleichartige Metallrohre verschiedener Weite, also 
verschiedener melativer Rauhigkeitcc, iibereinstimmend ergab und auch wenig von der 
von R e y n o l d s  mit Glasrohren festgestellten unteren Ctrenze 3, abweicht. 
Wenn die Unabhbgigkeit des Eintritts der Tmbulenr vom Rauhigkeitsgrad des 
Rohres gesichert ist. so scheint mir das, ubereinstimmetid mit Hrn. S c h i l l e r ,  eine starke 
Stiitze fur die irn Bericht vertretene Auffassung der Turbulenz als eines freien Be- 
wegungezustantes, fur den die am Einlauf stattfindenden, sowie sonstige grofiere 
Storungen autlS ienden Charakter haben, ohne dafi andauernde Erregung im weiteren 
Verlauf der St~omnng nijtig wgre. Eine endgiiltige Entscheidung iiber die Frage, ob 
durch Wandrauhigkeit .erzwnngene* Bewegung vorliegt, wiirden allerdings erst Ver- 
suche uber den Einff nB einer fortgesetzten Verminderung der Wandrauhigkeit ergeben. 
Bemerkenswert ist auch im Zusammenhang mit den un ter I1 besprochenen theoretisohen 
Ergebnissen die Feststellung, dafi an der  kritischen Qrenze 8 = 1160 der Unterschied 
zwischen dem Widerstand des laminaren und des turbulenten Zustandes bereits ein be- 
stimmter e n d l i c h e r  ist. 
In ahnlichem Sinne sind neuere Versuche von T. E. S t a n t o n  uud seinen Mit- 
arbeitern*) wichtig fur die Tnrbulenzfrage. Die Verlasser haben durch sehr feine P i t o  t- 
Rohre die Qeschwindigkeit bis in unmittelbarste NLlle der Wand (bis 0,03 mm Abstand) 
gemessen und das Vorhandensein der parabolischen Verteilong in der Randschicht ohne 
zuganglich. 
') S. d'ese Ztitschrift 1 1 9 2 1  S. 125 bia 133.  
a )  Proe. Royal Sac. London A 75  1905. 
a) B e r i c h t i g u n g :  Hr. L. S c h i l l e r  marht mich darauf aufmerksam, daB meine Angabe 1900 
fiir dieae Zahl irrig iet, vielmebr i m  Mittel 1000 bis 1 2 ~ 0  aua R e y n o l d s  Versuchen zu entoehuien ist. 
Die verglelchenden Bernerkungen auf S. 128 des Berichts werden damit hinfllllg. 
* J  011 the rtondftions at the boundary of a fluid in  turbulent motiop. Pioc. R. Soc. L o n h  
A 97 9. 4 1 3  1920. S. a w h  Physik Berichte2 1921 5. 561 
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Oleiten an der Wand selbst festgestellt, wie sie von der hydrodynamischen Theorie glatter 
Rohre gefordert wird. Es ist schwer denkbar, da l  bei dieser Verteilung, wo wegen des 
Haftens an der Wand deren Unebenheiten sorusagen glatt uberdeckt werden, die mole- 
kulare Ranhigkeit der Wand noch ansschlaggebenden Eintlul haben kann, und insofern 
scheinen auch diese Versuuhe fiir unsere obige Auftassung ru sprechen. 
Der gegenteiligen Auffassung der Turbulenr ale einer durch fortdauernde Sto- 
rungen erzwmgenen Bewegung sucht C. w. 0 8 een  I) vom theoretischen Standpunkt 
nilher zu kommen. Er untersncht die Wirkung andauernder, beliebig verteilter Krtlfte 
a d  eine' unendlich ausgedehnte Flusslgkeit, deren Geschwindigkeitsverteilung dem la- 
minaren Gesetr (fiir den ebenen Fall) geniigt '). Es ergibt sich ein bestimmter gestorter 
StrSmungszustand, aber im Grenzfall verschwindender ZIhigkeit kann eine Komponente 
der erzeugten Str6mung unendlich p o l  werden, so klein anch die stSrenden Krafte sind 
(alles unter Beschrtlnkung auf lineare Glleder zu verstehen). Wenn die Flussigkeit be- 
grenzende WIlnde hat, so f2111t auch dieser EIfekt weg, aber dio Wirkung von storenden 
KrBften, deren Sitr in der NLhe der Wllnde ist, bedari dann nooh gesonderter Unter- 
snchung, die der Verfasser in Aussicht stellt. Eine Andeutung, wie die andanernden 
Stortangen bei bestimmter, nioht verschwindender Reibung den Uebergang rar Turbulenz 
bewirken kSnnten, ergibt die Untersuchung nicht. Sie bestLtigt nnr im Sinne der schon 
von L o r d  K e l v i n  geBui3erten und in unserem Bericht vertretenen Auffassung, da% die 
Stabilittlt der Laminarbewegung mit abneh mender Zahigkeit immer geringer wird ; im 
Grenzfall verschwindender Reibung ist der laminare Striimungszustand (und wohl auch 




Elarflscher Stotj. ( H a r t m a n n ,  Variation 
syst6mlttique de la valeur de In force vim d a m  
le choc elastique deu corps, Coiiiptes rendus, 
Paris, Bd. 164, 1917, S. 94-96.) ' Herr H. 
entdeckt durch Beobachtungen an Stahlzylin- 
dern, d a 8  die Gesetze des elastischen StoBes 
nicht richtig sind, daB zw&r das Gesetz des 
D e s c a r t e s  von der  Erhaltung der Bewe- 
gungsgroBe, aber nicht das L e i b r i i s s c h e  
Gesetz yon der Erhaltung. der lebendigen 
Iiraft  init der Erfaliruug tiberrinstinimt. 1)ic 
gesainle lebendigc Kraft erfalirt vielmehr cine 
Verniinderung, d:e den1 Quadrat der Gescliwin- 
digkeitsdifferenz vor den1 StoRe proportional 
ist. Ein enipirischer Falctor, analog dem 
I~eslitutions-lioeffizienlell wird eingeffihrt. - 
Das strht  , wohl schon in allen dcutschen 
I,chrbuchern; werlvoll ist vicllricht das Re- 
obnchlungsmaterial, das zeigt, daB der Resli- 
lutions-Koeffizient \'on der relntiven Geschwili- 
diglcei t ab hangt. 
Balllrfirche Kurve. ( O l i v e ,  Sur le track 
ni&anique de l'hodographc balisliquc, ConlpLrs 
Rendus, Paris Rd. 161, 1917, S. 97-99,) Es 
wird eiu einfacher Apparat angegeben, der ge- 
slallet, den Hodographen der hai1isti.scIicn 
liurvc zu zeIchuen, weuii der Luftwiderstaud 
l i l i e s  voii der Geschwindigkeit abhiingt. R,Ian 
mu13 also den gtsamten Bewegungs\wrgang i n  
Tcile zerlegen, in denen die lineare Abhiingig- 
lteit mit genugeiider Aiiniherung erfitllt isl. 
Drehung einer bewegten Baller, (Ap p el 1, 
Mouvements ah-iens gauches de sphi.res pe- 
santes lGgi.res, Comptcs Rendus, Paris Bd. 166, 
1918, S. 22-23; Experiences , de >I. C a r r  i 6r c 
sur le' niouvement aericn ~ I C  1mlles splii.riques 
lfgh-es lournan t autour d'un axe perpendicu- 
laire a u  plan de la trajectoire, Comptcs Reii- 
tlus, Paris Bd. 165, 1917, S. 693-69G.) Es w i d  
die Idec ausgrsprochen, das ProbIein dcr Be- 
wegung eines roticrcnden Balles in Luft mil 
IIilfc der Elypothrsc zu brhandeln, da13 dcr 
Widerstand dcr Luft (eine l~uulitiou der Gc-  
schwindiglieil) nicht der Geschwindigkeit ent- 
gegengesetzt gerichtet sei, sondern ein Vektor, 
der aus dieser Richtung durcIi Drehung urn 
die Rotationsachse, der Rotation entgegen, 
durch eincn spilzeii Winkrl entsteht, der einc 
wachsende Fiinlclioll der Drehgescliwindiglccil 
dcs Bnlles sei. Es sei ferner wahrscheiiilicli. 
daR die Bewegung bei dieser Annahme schlielS- 
lieh in eine gteiclit'iirmige senl;rechie Bewc- 
Ueber das Stabilftltlsproblem in der Bydrodynamik 11, Archiv f .  Mat. Astr. of Fysik 1I  
a) A n  Stelle der Kannlbreite, die sonst i n  die R e y n o l d s s r h e  Znhl eillurht, inuW man F I C ~  hi r 
1919 Nr. 16. 
rfne gewisse Langendimension des Qebieta d\uken, in dem stirrende Kriilte wirken. 
